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Vertiefung Bilinearformen (Ina Kersten)

Promotion Chemie mit Rigorosum in Algebra und Zahlentheorie
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(Differentielle) Erhaltungsgrößen in physikalischer Chemie

Einfaches Beispiel aus Forschung und Lehre: 

Reale Mischung Alkohol - Wasser 2 zu 1

Gesamtvolumen schrumpft beim Mischen! 

Kann berechnet werden über 

„partielle Molvolumina“ (Quelle, Wikipedia)

1 ausgezeichneter Weg: Immer gleiche Verhältnisse 2 zu 1 

zugeben, partielle Molvolumina sind dann konstant, invariant

Schwingungsanalyse von Trimer (C2H5OH)2H2O zeigt 

mikroskopische Effekte, die makroskopische Beobachtung (zum 

Teil) erklären  

Bezüge zur Mathematik



Forschung, Mechanismenreduktion. Partielle Ableitungen für die 

empfindlichsten Reaktionen bleiben erhalten. (500 auf 110 

Spezies), v = k[A][B], k=A exp(EA/RT)
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Forschung, Mechanismenreduktion. Partielle Ableitungen für die 

empfindlichsten Reaktionen bleiben erhalten. (500 auf 110 

Spezies), v = k[A][B], k=A exp(EA/RT)

Simulation von Turbulenter Dieselzündung möglich, nicht möglich 

mit „überreduziertem“ Modell.  

Bezüge zur Mathematik



Rolle der Zeit in Chemie, Physik und (?) Mathematik

Beobachtung 1:

Lagrange-Multiplikatoren (z.B. Forster Diff. II), Extrema unter 

Nebenbedingungen. Was passiert beim Übergang von 1 zu 2 

Nebenbedingungen? Lokal orthogonale Zerlegung des 

Vektorraums in Bewegungs-(generalisierte Koordinaten) und 

Orientierungsfreiheitsgrade. Stationäre Stelle: Gradient der 

Funktion ist Teil des orthogonalen „Orientierungsraums“. Keine 

Dynamik, Zeit spielt keine Rolle. 

Anwendung:

Dynamisierung des Befunds für Körper im Kraftfeld, wieder: 

Lokal orthogonale Zerlegung der Bahn in Geschwindigkeitsvektor 

und Orientierungen im Raum (zwei Winkel). Führt zur lokalen 

„Richtungsänderungsrate“. Ähnlich Maxwell-Gl.

Programm, Ausgangspunkt



Rolle der Zeit in Chemie, Physik und (?) Mathematik

Beobachtung 2:

Zeit ist in Quantenmechanik (nicht relativistisch) symmetrisch, stetig. 

Noethersche kontinuierliche Symmetrien von Zeit und Raum sind in 

der Chemie gebrochen (seit 1800 Atommodel Dalton). 

Reaktionszeiten sind Erwartungswerte, Zeitpunkte nicht vorhersagbar. 

Phasenübergang fest/flüssig: Makroskopisch spielt Zeit keine Rolle, 

mikroskopisch spielt sie die Rolle des Raums. Widersprüche zur 

Quantenmechanik?

Lösungsansatz:

Frage nach mikroskopischen Kopplungen von Ort/Impuls und 

Energie/Zeit: Führt direkt zu Heisenbergscher Unschärferelation. Was 

gilt für Energie-Zeit? Hypothese: Imaginäre Phase wird in quasi-

stationären Quantensystemen real, verallgemeinerte Eyring Theorie.  

Programm, Ausgangspunkt



Ausgangspunkt: Skript Mathematik für Chemiker
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Gradient lokal senkrecht:

Keine Kraft in Wegrichtung!

Stationäre Stelle (Steigung 0)

Nur Länge/Vorzeichen des Gradient variabel:

1 Lagrange Multiplikator

Linear Geometrische Deutung: 2d auf 1d durch 1 Nebenbedingung

Linear Geometrische Deutung: 3d auf 1d durch 2 

Nebenbedingungen Jede Nebenbedingung reduziert 3d auf 2d, also 

auf Fläche. Wenn beide gleichzeitig erfüllt sind: 

Flächenschnitt ist Kurve, hier idealisiert Gerade! 

Das ist der neue Definitionsbereich von F!

Alle Richtungen in der Ebene sind orthogonal zu Wegrichtung:

2 Lagrange-Multiplikatoren + 2 Richtungsvektoren (Pseudogradienten der 

Nebenbedingungen) erzeugen alle möglichen orthogonalen Richtungen des Gradienten! 



G ist die  Lagrange-Funktion!

Formalismus: Nebenbedingungen führen zu neuem, reduziertem Koordinatensystem, ein 

variabler Winkel reicht z.B. für Pendel-Bewegung in der Fläche

Lagrange-Funktion (typischerweise L statt F): 

L = T – V (Kinetische Energie – Potentielle Energie) 

Lagrange-Bewegungsgleichung:

Die Beschleunigung in diesen generalisierten Koordinaten entspricht den (gehebelten) 

Gradienten in den generalisierten Koordinaten. Ist sie 0: Extrema unter Nebenbedingungen.

dq*: Ableitung nach v: 0 für Potentielle Energie (kinematische Info wird „weggeworfen“!), 

„reduzierte Impulse“ für T:

dEkin/dv = mv = p; Ekin = m/2 v2

Eine Legendre-Transformation führt nun zur Hamilton-Funktion (und zur Quantenmechanik)

„Energielandschaft“: explizit, Kinematik: implizit: Freiheit der Wegparametrisierung!   

d/dt p (=mv) 

= m·a = F

Newton!

Hamilton-Funktion 

in einfachster Form



http://www2.uni-siegen.de/~flieba/pdf/noether.pdf
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Energien explizit gegeben

Symmetrien und Erhaltungsgrößen gelten 

global!

Sie reduzieren kompliziertes DGL-System 

auf ein analytisch lösbares!

Analytische Lösungen beschreiben 

instantan die komplette Bahn 

Kinematik ist versteckt, muss durch 

Animation oder Vektordarstellung sichtbar 

gemacht werden!

Nun Umkehrung: Lokale Betrachtung, Zeit 

explizit und Bahn implizit. Energie implizit, 

lokale Dynamik explizit (v(t) und a(t))

http://www2.uni-siegen.de/~flieba/pdf/noether.pdf
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Serie der Geschwindigkeitsvektoren ist lokal für gewählte Zeitschritte fixiert. Kinematik 

explizit, bei Euler-Lagrange implizit (Wirkungsminimierung).

Integrationsschritt: Lineare, lokale zeitliche Expansion liefert Wegelement! Üblich sind 

Kraftvektor (Kurvenintegral), Flussvektor (Oberflächenintegral) oder Skalare (Euler-

Lagrange, Volumenintegral)! 

Delta t gegen 0: Relaxation auf „implizite Bahn“, immer explizite Zeitpunkte. 
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Kinematisches Vektorfeld mit linear orthogonalisierter lokaler Dynamik zum 

Zeitpunkt t = nΔt, im n´ten Zeitschritt 

Wirkung des n´ten Zeitschritts auf den Ortsvektor der Bahn

Zeitliche Expansion (Streck-Drehung, F-Theorie?) des Geschwindigkeitsvektors 

n´te Bahn und Dynamik auf dieser Bahn ist komplett enthalten in Satz der 

„Zeitliche Differentialintegration“ mit Komponenten Geschwindigkeit, Längs- und Radial-

beschleunigungen, v-Vektor orthogonalisiert den Raum in Bewegungsrichtung und 

Orientierung
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Analogie zu partiellen Ableitungen: Lokale zeitliche Expansionen

mit „natürlichen“ Zwangskräften, lokale Symmetrieerhaltung

Natürliche Zwangskräfte Typ 1:

Längsbeschleunigung aus: v = const., nur ein „Omega“ an: Nur noch Kreisbahnen,

Drehimpulserhaltung

ω1

Natürliche Zwangskraft Typ 2:

Querbeschleunigungen aus: ω1 = ω2 = 0. Zwangskraft an, die alle Bahnen auf Geraden 

zwingt, (Schwerpunkt)Impulserhaltung. 

Zwangskräfte allgemein:

Lokale Eliminierung der Komponenten der „Pseudogradienten“ von g(x,y,z) = 0.
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(Laser) 

und Ort
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„Numerische“ und gravitative und Zeitdilatation (Arbeitshypothesen)

Zeitdilatation numerisch:

Laufzeitänderung für konstant gehaltene Wegstrecke bei Übergang von 

Δtn zu Δtn+1 = z.B. Δtn/2. Geht gegen 0, analog Wegstreckenstauchung/-Steckung bei

konstanter Laufzeit. Kartesischer Raum ist entkoppelt von Zeitschritt Δt!
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„Numerische“ und gravitative und Zeitdilatation (Arbeitshypothesen)

Zeitdilatation numerisch:

Laufzeitänderung für konstant gehaltene Wegstrecke bei Übergang von 

Δtn zu Δtn+1 = z.B. Δtn/2. Geht gegen 0, analog Wegstreckenstauchung/-Steckung bei

konstanter Laufzeit. Kartesischer Raum ist entkoppelt von Zeitschritt Δt!

Zeitdilatation gravitativ:

Zeitdilatation ist Funktion der lokalen Gravitationskraft:

Stationär: Schwarzschildmetrik bestimmt Zeitdilatation 

Bahn: Zeitdilatation wird Funktion der Richtung, Raumzeitkrümmung zieht Bahn 

in Richtung der maximalen Zeitdilatation, lokale Metrik, Bahn maximiert 

akkumulierte Zeitdilatation. Raum-Zeitschritt nicht mehr entkoppelt, G krümmt 

Raumzeit. Riesige Massen, relativistische Geschwindigkeiten, Rotationen: x-t-Kopplung 

wie E-Feld-B-Feld : Gravitationswellen, Ausbreitungsgeschwindigkeit c.

Zeitdilatation



Maxwellsche Feldgleichungen der 

Elektrodynamik (1864), lokal

1: Ladungen sind Quellen von E-

Feldlinien

2: Es gibt keine magnetischen Ladungen, nur 

Orientierungen geschlossener Feldlinien

3: Die lokale „elektrische Zirkulation“ ist 

proportional zur Änderungsrate des B-Felds

4: Die lokale „magnetische Zirkulation“ ist proportional zu Stromfluss + und Änderungsrate 

von E-Fluss. Entkopplung von Materie und Feld!
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Endliche Anzahl Moleküle, Quantenzustände!

Räuber-Beute-Modell, Prof. Patterson: „Die Füchsen beißen etwas von die 

Hasen ab, dann stetig“ … Berücksichtigung der Fresszeit löst das Problem!!

Molekulare (auch radioaktive) Zerfälle: Reaktionszeit nicht vorhersagbar, 

statistisch 

Zeit / Raum tauschen Rollen bei mikroskopischem Phasenübergang (Wasser)

Zeit wird in nicht relativistischer Quantenmechanik als klassische Uhr 

betrachtet, es gibt keinen Erwartungswert für die Zeit als Observable, Zeit 

definiert im Protokoll Messzeitpunkte, wird aber selbst nicht 

quantenmechanisch gemessen (Fließbach, QM, S. 52). 
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T/KT1
T2



Widersprüche?

Beispiel aus Doktorarbeit:

C2H5 + O → C2H5-O → CH3CHO + H (60%)

→ CH3 + CH2O (40%)

Reaktionszeit? Klassisch? Totalversagen jeder Rechnung. Nur

statistisch, QM, Schrödinger-Gleichung lösen: Nach ca. 1 ps (10-12s)

mit 50% Wahrscheinlichkeit zerfallen, Produktverteilung: Bestimmt

durch Höhe der Energiebarriere + Zustandsdichte der Kanäle. Für

Ensemble exponentieller Abfall des Ausgangsstoffs.

E

Reaktionskoordinate



Widersprüche?

Beispiel aus Doktorarbeit:

C2H5 + O → C2H5-O → CH3CHO + H (60%)

→ CH3 + CH2O (40%)

Reaktionszeit? Klassisch? Totalversagen jeder Rechnung. Nur

statistisch, QM, Schrödinger-Gleichung lösen: Nach ca. 1 ps (10-12s)

mit 50% Wahrscheinlichkeit zerfallen, Produktverteilung: Bestimmt

durch Höhe der Energiebarriere + Zustandsdichte der Kanäle. Für

Ensemble exponentieller Abfall des Ausgangsstoffs.

E

Reaktionskoordinate
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Existiert ein Pendant 

für Energie und Zeit?



Für Energie und Zeit: Eyrings Frequenzfaktor (1935)

Verallgemeinerte Deutung:

Limitiert Zerfallsrate/Energiefluss aus transienten QM-

Systemen 

Funktion der Energie im System, Grenze bei hohen 

Energien wirksam! (Korrespondenzprinzip?)
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Quantenmechanik und Gravitation (Arbeitshypothesen)

Zeitdilatation gravitativ:

Zeitdilatation ist Funktion der lokalen Gravitationskraft:

Stationär:

Schwarzschildmetrik bestimmt Zeitdilatation

Zeitdilatation wirkt auf Phasengeschwindigkeit 

Maximale Phasengeschwindigkeit:

Planckzeit ist kürzester Zeitschritt

Praktisch instantane Relaxation bei

einer Quantenverschränkung 

(Informationskopplung, relative Orientierung relaxiert, keine Massen, Orte, Energien)

Zeitdilatation
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Schrödingers Katze = aktiviertes Molekül

Tierfreundliche Alternative: Weiße Katze wird beim Auslösen schwarz gesprüht

 = kBT/h: [s-1] Phasengeschwindigkeit f(T), kBT/ħ  P(Aktivierung) = 1/1800

Reale Einzel-Amplitude: (t) : schwarz oder weiß

Imaginäre Superposition unendlich vieler (t) liefert scharfe Graustufe, aber Einzelmessung

liefert nur schwarz oder weiß. Alternative z.B. ständiger Wechsel dunkle Ecke – helle Ecke

Erst Experiment mit z.B. 10000 Katzenboxen und synchronisiertem Start liefert sie zu fixierter

Experimentdauer.

Experiment konkret: Öffnungsdauer und Sprühdauer durch kBT/h Phasen-limitiert:

Picosekunden. Phasenuhren ticken in Relation unterschiedlich auf Erde/Mond/Neutronenstern
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III. erzwingt IV. aus Symmetrieerhaltungsgründen, kontinuierlich - diskontinuierlich!



Zusammenfassung von Teil 1

Lagrange-Mechanik, Nebenbedingungen, Zwangskräfte:



Zusammenfassung von Teil 1

Lagrange-Mechanik, Nebenbedingungen, Zwangskräfte:

I. Orthogonale Zerlegung des Definitionsbereichs in Bewegungsraum und 

Orientierungsraum durch Nebenbedingungen. Notwendiges Kriterium für Extrema 

unter Nebenbedingungen: Gradient der Funktion Element des Orientierungsraums



Zusammenfassung von Teil 1

Lagrange-Mechanik, Nebenbedingungen, Zwangskräfte:

I. Orthogonale Zerlegung des Definitionsbereichs in Bewegungsraum und 

Orientierungsraum durch Nebenbedingungen. Notwendiges Kriterium für Extrema 

unter Nebenbedingungen: Gradient der Funktion Element des Orientierungsraums

II. Nebenbedingungen definieren global und implizit Zwangskräfte, die lokal und 

explizit als „Pseudogradienten“ die Orientierung der Bewegung einschränken. 



Zusammenfassung von Teil 1

Lagrange-Mechanik, Nebenbedingungen, Zwangskräfte:

I. Orthogonale Zerlegung des Definitionsbereichs in Bewegungsraum und 

Orientierungsraum durch Nebenbedingungen. Notwendiges Kriterium für Extrema 

unter Nebenbedingungen: Gradient der Funktion Element des Orientierungsraums

II. Nebenbedingungen definieren global und implizit Zwangskräfte, die lokal und 

explizit als „Pseudogradienten“ die Orientierung der Bewegung einschränken. 

Lokale, lineare Kinematik



Zusammenfassung von Teil 1

Lagrange-Mechanik, Nebenbedingungen, Zwangskräfte:

I. Orthogonale Zerlegung des Definitionsbereichs in Bewegungsraum und 

Orientierungsraum durch Nebenbedingungen. Notwendiges Kriterium für Extrema 

unter Nebenbedingungen: Gradient der Funktion Element des Orientierungsraums

II. Nebenbedingungen definieren global und implizit Zwangskräfte, die lokal und 

explizit als „Pseudogradienten“ die Orientierung der Bewegung einschränken. 

Lokale, lineare Kinematik

III. „Dynamisierung“ dieser orthogonalen Zerlegung. Zeitintegrationsschritt ist linear 

(Streck-Drehung) und liefert Wegelement. Bahn wird für unendlich kleine Zeitschritte 

stationär. Dynamisches Vektorfeld operiert linear, iterativ auf v-Vektoren: Differentielle 

Größen sind Längsbeschleunigung und Richtungsänderungsrate.



Zusammenfassung von Teil 1

Lagrange-Mechanik, Nebenbedingungen, Zwangskräfte:

I. Orthogonale Zerlegung des Definitionsbereichs in Bewegungsraum und 

Orientierungsraum durch Nebenbedingungen. Notwendiges Kriterium für Extrema 

unter Nebenbedingungen: Gradient der Funktion Element des Orientierungsraums

II. Nebenbedingungen definieren global und implizit Zwangskräfte, die lokal und 

explizit als „Pseudogradienten“ die Orientierung der Bewegung einschränken. 

Lokale, lineare Kinematik

III. „Dynamisierung“ dieser orthogonalen Zerlegung. Zeitintegrationsschritt ist linear 

(Streck-Drehung) und liefert Wegelement. Bahn wird für unendlich kleine Zeitschritte 

stationär. Dynamisches Vektorfeld operiert linear, iterativ auf v-Vektoren: Differentielle 

Größen sind Längsbeschleunigung und Richtungsänderungsrate.

IV. Natürliche Zwangskräfte zeigen in zeitlicher Expansion lokale Symmetrie-

erhaltung. Vertikalbeschleunigung aus  Drehimpulserhaltung, 

Richtungsänderungsraten 0  Schwerpunktimpulserhaltung. Zwangskräfte werden 

allgemein durch Löschung ihrer Komponenten kartesisch implementiert. 



Zusammenfassung von Teil 1

Lagrange-Mechanik, Nebenbedingungen, Zwangskräfte:

I. Orthogonale Zerlegung des Definitionsbereichs in Bewegungsraum und 

Orientierungsraum durch Nebenbedingungen. Notwendiges Kriterium für Extrema 

unter Nebenbedingungen: Gradient der Funktion Element des Orientierungsraums

II. Nebenbedingungen definieren global und implizit Zwangskräfte, die lokal und 

explizit als „Pseudogradienten“ die Orientierung der Bewegung einschränken. 

Lokale, lineare Kinematik

III. „Dynamisierung“ dieser orthogonalen Zerlegung. Zeitintegrationsschritt ist linear 

(Streck-Drehung) und liefert Wegelement. Bahn wird für unendlich kleine Zeitschritte 

stationär. Dynamisches Vektorfeld operiert linear, iterativ auf v-Vektoren: Differentielle 

Größen sind Längsbeschleunigung und Richtungsänderungsrate.

IV. Natürliche Zwangskräfte zeigen in zeitlicher Expansion lokale Symmetrie-

erhaltung. Vertikalbeschleunigung aus  Drehimpulserhaltung, 

Richtungsänderungsraten 0  Schwerpunktimpulserhaltung. Zwangskräfte werden 

allgemein durch Löschung ihrer Komponenten kartesisch implementiert. 

Relativtät (Hypothese)



Zusammenfassung von Teil 1

Lagrange-Mechanik, Nebenbedingungen, Zwangskräfte:

I. Orthogonale Zerlegung des Definitionsbereichs in Bewegungsraum und 

Orientierungsraum durch Nebenbedingungen. Notwendiges Kriterium für Extrema 

unter Nebenbedingungen: Gradient der Funktion Element des Orientierungsraums

II. Nebenbedingungen definieren global und implizit Zwangskräfte, die lokal und 

explizit als „Pseudogradienten“ die Orientierung der Bewegung einschränken. 

Lokale, lineare Kinematik

III. „Dynamisierung“ dieser orthogonalen Zerlegung. Zeitintegrationsschritt ist linear 

(Streck-Drehung) und liefert Wegelement. Bahn wird für unendlich kleine Zeitschritte 

stationär. Dynamisches Vektorfeld operiert linear, iterativ auf v-Vektoren: Differentielle 

Größen sind Längsbeschleunigung und Richtungsänderungsrate.

IV. Natürliche Zwangskräfte zeigen in zeitlicher Expansion lokale Symmetrie-

erhaltung. Vertikalbeschleunigung aus  Drehimpulserhaltung, 

Richtungsänderungsraten 0  Schwerpunktimpulserhaltung. Zwangskräfte werden 

allgemein durch Löschung ihrer Komponenten kartesisch implementiert. 
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V. Zeitdilatation wirkt konstant auf Winkelgeschwindigkeiten (Teil I+II: auch gravitativ 

auf QM-Phasengeschwindigkeit, wird bei Übergängen reellwertig und messbar), 

Längenkontraktion konstant auf v-Komponente des bewegten Inertialsystems.
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